Lésungen zur Ubungsklausur Mathematik 1 (WMS11D)

Oettinger 28.11.2011
Zeit: 60Min.

Insgesamt erreichbare Punktzahl: 66, 100%: 60 Punkte.

Aufgabe 1

Gegeben ist die Funktion f(x) fir z € R:
1 4 2
flz) = 7% — 227 +2

Untersuchen Sie f(x) auf Symmetrie und bestimmen Sie Nullstellen, Extrema
und Wendepunkte. Skizzieren Sie die Funktion.

Loésung:

i) Symmetrie:

flea) = {(-a) 22 +2= '~ 22 42 = f(2)

Die Funktion ist gerade, also symmetrisch zur y-Achse.

i) Grenzwerte fir x — +o0:

1 1
lim —z* — 222 + 2~ lim -2* = o

T—00 T—00

1 1
lim Zx4—2x2+2z lIim Zfl:oo

r——00 T——00



ii)

Nullstellen:
1
flz) = Zx4—2x2+2é0
Durch setzen von z = 2% und 22 = z* entsteht eine quadratische Glei-
chung

1
Z,2«2—2,z+2:0<:>,z2—8z+8:0

212 =4+V16-8=4+8

Bei der Riicksubstitution: x = 4./ ergeben sich durch positive und ne-
gative Lésungen der Wurzel insgesamt 4 Werte flr x:

T = \/4—|—\/§,$2=—\/4+\/§,$3= \/4—\/§,$4:—\/4—\/§

Extremwerte: Nullsetzen der ersten Ableitung

1
f’(x):Z-4-x3—2-2-$:x-($2—4);0

= erste Losung 1 =0, f(z1) =0—-0+2=2

1
x2—4:O:>a:2/3::t2,f(x2):f(azg):Z~16—2~4+2:—2

Zur Entscheidung, ob es sich jeweils um ein Minumum, Maximum, Sattel-
punkt handelt: zweite Ableitung

f'(x)=3-2*—4
1"(0) = —4 < 0 = (0;2) ist (lokales) Maximum
f"(£2) =8 > 0= (2;—2) und (—2; —2) sind (lokale) Minima

Wendestellen: notwendig ist f”(x) = 0, also

fla)=3-22—4=0= L1 = £/4/3

Zusatzlich muss bei Vorliegen eines Wendepunkts f” # 0 gelten (Vorzei-
chenwechsel von f”(x; 5) genligt ebenfalls):

" (x) =32, f"(£4/4/3) = £6 - /4/3#0
FEVI) = (VA — 2/ +2 = {0 - 2542

49 73
4-24418 2

9 9
(v/4/3;—2) und (—+/4/3; —2) sind Wendepunkte.



vi) Wertemenge: fir grof3e sowie kleine Variablenwerte strebt die Funktion
gegen +oo, es existieren lediglich zwei Minima gleicher Tiefe bei (2; —2)
und (—2; —2). DerWertebereich ist also W = [—2; oo].

Abbildung 1: Graph der Funktion f(z) = fz* — 222 4 2.

Aufgabe 2

Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

a)
l,lOO
b)
3xT + 112° — 822 — 7T 4+ 9
c)
(2x 4+ 3)(2x — 1)
d)

(2% — 5z)/(2* — 4)



sin(x) - cos(z)
Lésungen:

a)
(xloo)/ =100 - xlOO—l =100 - x99
b)

(32" +112° =82 ~Tx+9) = 7-32°+5-112*—8-30* —7 = 212°+ 5521 +242% 7
c)
(2r+3)2z—1)) =2-2v—1)+ (22 +3)-2=4r—-2+42+6 =8r +4
2z — 5)(x* — 4) — 2x(2? — 5x)
2 2 4 /: (
((z* = 52)/(2® - 4)) (2% — 4)?

22% — 5x? — 8x — 20 — (22 — 10z)  b5a® + 2z — 20
(2~ ap = e ap

(sin(z) - cos(z))" = cos(x) cos(z) + sin(z)(—sin(x)) = cos*(z) — sin*(x)
(oder mit dem Additionstheorem sin®(z) + cos?(x) = 1)

= cos’(z) — (1 — cos®(x)) = 2cos?(x) — 1

Aufgabe 3

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion:

Xn:kQZ n(n—|—1)6(2n+1). )
k=1

Loésung:



i) Induktionsanfang: ny =1
1-2-3

6

12 =

i) Induktionsschritt: (zu zeigen ist, dass die Beziehung fir n + 1 gilt, wenn
angenommen wird, dass sie fur n gilt)

Zk2:§k2+(n+l)2: (n+1)((n+1)—|(—31)(2(n+1)+1)

Einsetzen der Gleichung (d):

m+1)((n+1)+1)2n+1)+1)
6

- n(n+1)(2n+1)

c +(n+1)* =

Multiplikation mit 6 und ausmultiplizieren der linken und der rechten Seite:
20* 460 +4n +3n2 + 9 +6=2n> +n? +2n° +n +6(n*+2n + 1)

P+ +13n+6=2n+9n>+13n+6

Aufgabe 4
Lésen Sie die folgenden Gleichungen:

a) —(2—-3z)—3r=-1-1
b) —x+22% + (1 — z)(1 + 2z) = —2

C) 4a3 + 4822 = —44x
Lésungen:

a)
—(2—-3z)—3r=-1—-1

& 2+24+3x—-32x=0

& 0 =0, alle z € R sind Lésungen



—z+22%+ (1 —2)(1+27) = -2
St —r+ 1420 —x—222=-2

& —3 =0, es existiert keine Lésung

2?4+ 122° + 11z =0
Sr(@?+122+11)=0=2,=0
weitere Lésungen Uber die p, g-Form mit p = 12, ¢ = +11:

2°+120 —11=0= 293 = —6+£V62—11=-6+5

Ty =—11,25 = —1

Aufgabe 5

Untersuchen Sie die angegebenen Funktionen im Definitionsbereich D auf
Stetigkeit:

a) f(z)=1|2z] —z,D=R
b) f(z)=v22+3-Z,D=R

Lésungen:

a) Betragsfreie Form:

20 —x  furz >0
f(x)—{ —2x—x furz <0

Grenzwerte bei xq = 0:

lim = lim 22 — 2 = lim =z = 0+
z—0+ z—0+ z—0+
lim = lim —2x — 2z = lim —3z = 0+
rz—0— z—0— z—0—

Die Funktion ist stetig.

b) f(z) ist eine Summe stetiger Funktionen, also stetig.



